Corrigé

Partie A

1.

a.

La fonction f est continue et dérivable sur [0 ; 10]. En utilisant les régles de dérivation
d'un produit, on obtient :

(1) =370 £ 31 5 —0,5e0°H = e 051+ (4 _3(0,51 + 1)) = (—1,5¢ + 3)e 051+

Donc Vi€ [0; 10], f'(¢) =3(—0,5¢ + 1)e %>+

Vi€ 0; 10], e %! > 0 donc f'(¢) ale méme signe que —0,5¢ + 1.
=0,5t+120 < x < 2.
Dans le tableau : £(0) =0, f(2) =6e’ =6 et £(10) =30e™>*! =30e™2.

D’ot1 le tableau de variation de [ :

x 0 2 10

f'(x) + 0 —

6
f(x) / \
0 304

Le maximum de la fonction f est atteint pour £ = 2, et f(2) = 6. La dose maximale de 6 mg
sera atteinte au bout de 2 heures.

Sur 'intervalle [0 ; 2], la fonction f est continue et strictement croissante a valeurs dans
[0; 6]. Or 5 € [0; 6], donc d’aprés le corollaire du TVI (théoréme des valeurs intermé-
diaires), I'équation f(f) =5 admet une unique solution, notée a, dans l'intervalle [0 ; 2].

Ala calculatrice, a = 1,02.

D’aprés le tableau de variations, f(t) 25 < t€|a; Bl. De plus f—a = 2,44 (heures).
Donc le traitement sera efflicace pendant 2,44 heures soit environ 146 minutes.



Partiec B

1. Aubout d'une heure, la quantité de médicament dans le sang diminue de 30 %, donc il en reste
70 %. Puis on en injecle 4 nouveau 1,8 mg. Sachant que wy =2, alors u; =0,70x2+1,8=3,2,
Au bout d'une heure, la quantité de médicament dans le sang sera de 3,2 mg.

2. Soi n € N. u, désigne la quantité de médicament dans le sang au bout de n heures. Une heure

plus tard, il ne restera que 70 % de la quantité précédente (70 % de u,), puis on en ajoute 1,8
mg par injection.
DoncVnel, u,,1=0,7x u, +1,8.

3. a. Montrons par récurrence que YreN, u, < up4+) <6.
Initialisation : ug = 2 et u; = 3,2. Donc uy < 1) < 6. L'initialisation est vérifiée.
Hérédité : on suppose que si n € N, alors u, < u,,| <B6.
Montrons que 1 < Upy2 <6,
Up S Up1 <6 = 0,7xuUp <0, 7TxUp1<0,7x6 < 0,71, <0, 7TUp <4,2
donc0,7u,+1,8<0,7up 1 +1,8<4,2+1,8 < 0,7u, +1,8 <0,7u, +1,8 <6.
Donc Uy < Upyo < 6. Lhérédité est démontrée.
Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est aussi
aurang n+1.

D'aprés 'axiome de récurrence, Vn e N, u, < u,,1 <6.

b. Nous venons de montrer que Vn € N, u, < u,y,1 < 6. Cela signifie que la suite (u,) est
croissante et majorée par 6. Donc d’aprés le théoreme de convergence monotone, la suite
(u,,) converge vers une limite finie notée £.

c. La suite (u,) converge vers £ donc £ est 'unique solution de I'équation ¢ = 0,7 + 1,8
(théoréeme du point fixe).

[=0,714+1,8 < 0,3]=1,8 < [=6.Donc lim wu, =6

=400

4. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = —u, +86.

4,2
a Ynel, vp 1 =—up 1 +6=—(0,7x un+1,8]+6:—ﬂ,7un+fl,2=U,?[—uﬂ+ 0 ]
=0,7(~tp +6) =0,7v,. '

Donc Vn €N, v,y =0,7n, donc la suite (v,) est géométrique de raison 0,7 et de premier
terme vg=—up+6=4.

b. VreMN, v,=vgxq"=4x0,7".
DeplusVrneN, v, =-u,+6donc u,=-v,+6=6-4x0,7".

-0,5
c Uup 255 < 6-4x0,7" 255 <= -4x0,7" 20,5 < 0,7" < ——
—4
n 1 In(8)
— In(0,7")<In 3 < nxIn(0,7) < -In(8) < n;_m car In(0,7) <0
niv,

2In2) . Ala calculatrice : — 2In2)
In(0,7) In(0,7)

Cela signifie que g = 5,5. Il faudra donc au total 7 injections (de l'injection initiale ug a la
7¢ qui correspond a ug).

Doncn=-

=~ 5,83 donc n = 6.



